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1. Mở đầu  
 Trong bài báo [2] đã nghiên cứu phản ứng của vỏ thoải trên các gối tựa đàn hồi tuyến tính chịu 
tác dụng của tải trọng động. Trong bài báo này các tác giả tiếp tục phát triển bài toán trên với giả thiết 
vỏ vẫn biến dạng đàn hồi tuyến tính nhưng gối biến dạng đàn hồi phi tuyến. Trong lĩnh vực công trình 
quân sự, loại kết cấu này thường gặp dưới dạng kết cấu cửa của các công trình ngầm đặc biệt, trong 
đó các cánh cửa là tấm hoặc vỏ thoải bằng vật liệu thép, còn các gối tựa là lớp cao su có chiều dầy 
đáng kể nhằm làm giảm tác dụng của tải trọng động do nổ gây ra. Với các loại vật liệu trên gối tựa 
luôn luôn ở trong trạng thái biến dạng đàn hồi phi tuyến ngay cả khi tải trọng còn nhỏ thì vỏ vẫn còn 
đang làm việc trong giai đoạn đàn hồi tuyến tính. 
2. Phương trình chuyển động của kết cấu vỏ thoải trên các gối tựa đàn hồi phi tuyến  
2.1. Các mô hình phần tử hữu hạn của kết cấu  Khảo sát vỏ thoải trên các gối tựa đàn hồi chịu 
tác dụng của tải trọng động với chu vi vỏ có hình dạng bất kỳ (hình 1). Cần xác định phản ứng động 
của kết cấu trên và hiệu ứng giảm chấn của các gối tựa đàn hồi với giả thiết kết cấu vỏ biến dạng 
đàn hồi tuyến tính, còn các gối tựa biến dạng đàn hồi phi tuyến. Để giải bài toán đặt ra sẽ sử dụng 
phương pháp PTHH. 
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Hình 1. Mô hình kết cấu vỏ thoải  trên các gối tựa đàn hồi phi tuyến 
 Khi rời rạc PTHH, đối với kết cấu vỏ sẽ sử dụng các phần tử tứ giác (hình 2), còn đối với các gối 
tựa đàn hồi sử dụng phần tử thanh chịu kéo nén và xoắn (hình 3). Do giả thiết vỏ khảo sát là thoải nên 
trạng thái chịu lực của phần tử vỏ có thể coi là sự tổ hợp của 2 trạng thái chịu lực là trạng thái màng 
(với các chuyển vị nút là các chuyển vị thẳng trong mặt phẳng tấm và được ký hiệu qua 

 , 1 4i iu v i   , hình 2a) và trạng thái uốn tấm (với các chuyển vị nút là các chuyển vị thẳng vuông góc 

với tấm iw  và chuyển vị xoay  , 1 4xi yi i    , hình 2b). 
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Hình 2. Mô hình PTHH loại tứ giác 4 nút đối với kết cấu vỏ 



                                                                                               

a) Gèi tùa ®µn håi a) PhÇn tö thanh chÞu kÐo-nÐn vµ xo¾n

Nót 1

x1
u1

z

y

Nót 2

u2

x
x2

(§iÓm nèi víi vá)(§iÓm nèi
víi ®Êt)

 
Hình 3. Mô hình PTHH loại thanh đối với gối tựa đàn hồi 

 
Với mỗi trạng thái chịu lực của phần tử, ta xây dựng được các véc-tơ và ma trận tương ứng : véc-tơ 
chuyển vị nút eu , ma trận khối lượng eM , ma trận độ cứng eK , véc-tơ tải trọng quy nút eR . Trên cơ 
sở đó có thể thiết lập được phương trình chuyển động của toàn hệ bằng phương pháp PTHH. 
2.2 Các ma trận phần tử đối với trạng thái màng của vỏ trong hệ toạ độ cục bộ 
 Trong trạng thái màng sẽ sử dụng PTHH dạng tứ giác bất kỳ, đồng tham số, theo đó véc-tơ tọa 
độ x  và chuyển vị u  của điểm bất kỳ bên trong phần tử được nội suy dưới dạng: 
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trong đó: 
 ,x y  - tọa độ của điểm khảo sát bên trong phần tử trong hệ tọa độ ,x y ; 
 ,u v  - chuyển vị thẳng tại điểm khảo sát bên trong phần tử theo phương ,x y ; 
 ix  - véc-tơ tọa độ nút của phần tử, 
                  1 1 2 2 3 3 4 4[ ]T

i x y x y x y x yx ;  
 mu  - véc-tơ chuyển vị nút của phần tử trong trạng thái màng ("m" ký hiệu trạng thái màng của 
PTHH),  
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m u v u v u v u vu ;  
 mH  - ma trận nội suy tọa độ và chuyển vị của phần tử trong trạng thái màng, 
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 ,r s  - tọa độ của của điểm bất kỳ bên trong phần tử trong hệ tọa độ tự nhiên của phần tử. 

 Quan hệ giữa véc-tơ biến dạng  ε  và véc-tơ chuyển vị  u  đối với phần tử trong trạng thái màng 
có dạng: 

 m m mε B u ,                                                                           (4) 

 trong đó mB  - ma trận biến dạng - chuyển vị của phần tử trong trạng thái màng, 
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 Do x và y phụ thuộc vào ,r s theo công thức (1), (2) và (3), nên các đạo hàm riêng của các hàm ih  
theo x  và y  trong (5) có thể tính qua đạo hàm riêng theo r  và s  với việc sử dụng ma trận Jacobi J  
(xem [2]). 
 Với các ma trận mH  và mB  vừa nhận được ở trên, có thể nhận được các biểu thức xác định các 
ma trận khối lượng mM , ma trận độ cứng mK , véc-tơ tải trọng quy nút mFR  của phần tử màng trong 
hệ tọa độ tự nhiên sau đây: 
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 - khối lượng riêng của vật liệu, h - chiều dày vỏ, Cm - ma trận vật liệu, ,E   - mô-đun đàn hồi và hệ 
số Poisson của vật liệu, S  - diện tích của phần tử, ,x yf f  - giá trị của tải trọng phân bố trên bề mặt 
phần tử theo phương ,x y  tại điểm bất kỳ bên trong phần tử. 
2.3 Các ma trận phần tử đối với trạng thái uốn tấm của vỏ trong hệ toạ độ cục bộ 
 Đối với phần tử uốn tấm sử dụng phần tử dạng tứ giác bất kỳ, đồng tham số với biến dạng của 
tấm được thừa nhận theo mô hình Reissner – Mindlin [3, 4]. Véc -tơ tọa độ x  được cho dưới dạng 
(1), còn véc-tơ chuyển vị w  tại điểm bất kỳ thuộc mặt trung hòa của phần tử trong trạng thái uốn 
được nội suy dưới dạng: 
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trong đó: 
 , ,x yw   - tương ứng là chuyển vị thẳng theo phương pháp tuyến đối với mặt trung hòa và chuyển 
vị xoay của pháp tuyến này xung quanh các trục x  và y ; 
 bu  - véc-tơ chuyển vị nút của phần tử trong trạng thái uốn ("b" chỉ trạng thái uốn của phần tử), 

                             1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4[ ]T
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 , ,i xi yiw    - chuyển vị nút thứ i  của phần tử, 

 bH  - ma trận nội suy chuyển vị của phần tử trong trạng thái uốn, 
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 1 2 3 4, , ,h h h h  - theo (3). 

 Với tấm chịu uốn theo mô hình Reissner- Mindlin và tách biến dạng uốn chung của phần tử thành 
biến dạng uốn do mô-men (ký hiệu qua chỉ số "b") và biến dạng uốn do lực cắt (ký hiệu qua chỉ số 
"s"), từ quan hệ (9)  (10) ta có thể nhận được:  
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 bs bs bε B u ,                                                                    (13) 
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 Sử dụng phương trình chuyển động Lagrange đối với phần tử tấm khảo sát và các quan hệ (9)  
(14) ta nhận được các ma trận khối lượng, ma trận độ cứng, véc - tơ tải trọng quy nút đối với phần tử 
uốn tấm trong hệ tọa độ tự nhiên  ,r s  dưới dạng: 
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 b bb bs K K K ,                                                            (16) 

 bbK  - ma trận độ cứng chống uốn, bsK  - ma trận độ cứng chống trượt ngang,  
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 zf  - cường độ tải trọng phân bố trên bề mặt phần tử theo phương z  tại điểm bất kỳ bên trong 

phần tử,  - hằng số xét đến ảnh hưởng của ứng suất cắt, thông thường lấy 5
6

   hoặc 
2

12


  . 

 Các tích phân (6), (7), (15)  (19) được tính bằng phương pháp số theo các thuật toán cầu 
phương Gauss [3]. 

 Các thành phần mô-men uốn ,xx yyM M , mô-men xoắn xyM , lực cắt ,xz yzQ Q  trong trạng thái uốn tấm 
được tính theo các công thức: 
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2.4. Các ma trận phần tử đối với gồi tựa đàn hồi phi tuyến 
 Do các gối tựa đàn hồi được mô hình hóa dưới dạng phần tử thanh có chiều dài không lớn nên 
khi tính phản ứng động của vỏ có thể bỏ qua các lực quán tính trong đó, do đó đối với phần tử này 
chỉ cần quan tâm đến ma trận độ cứng.  
 Khảo sát gối tựa đàn hồi biến dạng phi tuyến trong hệ tọa độ cục bộ của phần tử theo phương x. 
Như sẽ trình bầy sau này, để giải bài toán động phi tuyến của kết cấu, toàn bộ thời gian khảo sát sẽ 
được chia thành các khoảng thời gian rất nhỏ t . Trong phạm vi của khoảng thời gian này biến dạng 
tại điểm bất kỳ của kết cấu có thể coi là tuyến tính [3, 6]. Các quan hệ đối   với PTHH trong mục này 
được thiết lập trên cơ sở của giả thiết này. 
 Chuyển vị dọc và xoắn tại điểm bất kỳ trên trục thanh được xấp xỉ dưới dạng: 
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trong đó : 1 41 ,x xN N
L L
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 , xu   - chuyển vị thẳng và chuyển vị xoắn quanh trục x , 1 2 1 2, , ,x xu u    - các chuyển vị trên tại nút 1 
và nút 2 (hình 3), 1 4,N N  - hàm xấp xỉ chuyển vị Hermite, x - tọa độ của điểm trên trục thanh  0 x L  , 
với L  - chiều dài thanh. 

Véc - tơ biến dạng tương ứng với chuyển vị trên: 
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với x  - khoảng cách từ điểm bất kỳ trên tiết diện ngang đến trục thanh x . 

 Tính đến (21) quan hệ biến dạng - chuyển vị có dạng : 

 g g gε B u ,                                                                   (24) 

trong đó : 
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 Quan hệ biến dạng - ứng suất bây giờ sẽ là: 
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G

 
  
 

C ,                                                            (27) 

trong đó ,E G  - mô-đun đàn hồi khi kéo-nén và khi cắt của vật liệu. 

 Ma trận độ cứng phần tử lúc này có dạng : 

 T
F g g g

V

dV K B C B .                                                 (28) 

 Do (22), (25), (27), nên từ (28) có thể tính được: 
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K ,                                   (29) 

hay F u  K K K ,                                                            (30) 

trong đó : 

 uK  - ma trận độ cứng tương ứng với biến dạng kéo - nén của phần tử, 

 K  - ma trận độ cứng tương ứng với biến dạng xoắn của phần tử, 

 , x
u

GJEF
L L K P K Q ,                                                (31) 
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P Q ,                                          (32) 

 F  - diện tích tiết diện thanh, xJ  - mô-men quán tính tiết diện khi xoắn quanh trục x . 

2.5. Phương trình chuyển động của kết cấu vỏ thoải trên các  
 Sử dụng các ma trận phần tử đã thiết lập, ma trận biến đổi tọa độ T  và phương pháp độ cứng trực 
tiếp trong phương pháp PTHH, cuối cùng sẽ nhận được phương trình chuyển động của kết cấu vỏ 
thoải trên các gối đàn hồi phi tuyến trong khoảng thời gian t  dưới dạng: 

           
.. .

M U CU KU R ,                     (33) 
trong đó:  

 , ,
.. .
U U U  - véc-tơ gia tốc, vận tốc và chuyển vị nút của toàn hệ,  

 , , ,K M C R  - ma trận độ cứng, ma trận khối lượng, ma trận cản nhớt và véc-tơ tải trọng quy nút của 
toàn hệ, với: 
                         S B K K K ,                                 (34) 
 SK  - ma trận độ cứng của phần kết cấu vỏ (gồm trạng thái uốn tấm + trạng thái màng),  
 BK  - ma trận độ cứng của phần kết cấu gối tựa, 
                    C M K ,                                       (35) 
 ,   - hệ số cản Rayleigh, 
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 

,            (36) 

   - hệ số cản, 1 2,   - tần số dao động riêng thứ nhất và thứ hai của hệ. 
 Phương trình (33) thiết lập cho trường hợp chuyển động của hệ trong khoảng thời gian rất nhỏ 

t . Do gối tựa đàn hồi biến dạng phi tuyến, nên nếu khảo sát chuyển động của kết cấu trong khoảng 
thời gian đủ lớn thì ma trận độ cứng của gối sẽ là hàm của chuyển vị U . Trong trường hợp này 
phương trình (33) chuyển tới dạng : 

         
.. .

M U CU K U U R ,                          (37) 

trong đó :     S B K U K K U ,                            (38) 

  BK U  - ma trận độ cứng của phần gối tựa đàn hồi phi tuyến phụ thuộc chuyển vị U của hệ. Các 
ký hiệu khác vẫn như trước. 
3. Phương pháp giải phương trình chuyển động phi tuyến của kết cấu 

 Phương trình (37) sẽ được giải bằng phương pháp tích phân 
trực tiếp theo thời gian Newmark kết hợp với phương pháp lặp 
Newton - Raphson biến điệu. 

 Theo phương pháp trên (được minh họa trên hình 4) véc-tơ 
chuyển vị nút của hệ tại bước lặp thứ i  thuộc khoảng thời gian 
 ,t t t   được tính theo biểu thức : 

                          1i i it t t t    U U U ,                        (2) 

trong đó  iU  được xác định từ phương trình : 
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Hình 4. Sơ đồ giải lặp theo phương  

         pháp Newton-Raphson biến điệu 
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Với , ,t t tU U U   tương ứng là véc-tơ gia tốc, vận tốc và chuyển vị nút của toàn hệ tại thời điểm t , 

( 1) ( 1),t t i t t i   U F  - véc-tơ chuyển vị nút và véc-tơ nội lực nút của toàn hệ tại bước lặp thứ  1i  thuộc 
thời điểm t t  , t t R - véc- tơ ngoại lực quy nút của toàn hệ tại thời điểm t t , t K  - ma trận độ cứng 
của toàn hệ tại thời điểm t  (hình 4). 

 Các thuật toán giải lặp sẽ kết thúc khi thỏa mãn tiêu chuẩn hội tụ (về năng lượng) sau đây: 
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,                (42) 

 Trong đó ETOL  - sai số tính toán cho phép. 

 Dựa vào các thuật toán trên đã lập chương trình để giải bài toán trên máy tính. 

4. Thí dụ số  

 Tính phản ứng động của vỏ thoải dưới dạng vỏ trụ hở trên các gối tựa đàn hồi phi tuyến (hình 5a) 
dưới tác dụng của tải trọng động ngắn hạn do nổ trong không khí gây ra và khảo sát ảnh hưởng của 
các gối trên đến trạng thái nội lực - chuyển vị của vỏ. Giả thiết các gối tựa chỉ làm việc trong trạng 
thái kéo-nén. Bỏ qua ảnh hưởng của lực cản. 

Số liệu xuất phát 
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Hình 5. Kết cấu vỏ và rời rạc PTHH 
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Hình 6. Quan hệ ƯS - BD của vật liệu đàn hồi phi tuyến 



1

F(t)

t  
Hình 7. Hàm thời gian của tải trọng 

 
 Kết cấu vỏ: 
 - Kích thước hình học (hình 5a):  1 , 2 , 0,02 , 1,513a m b m h m R m    . 

 -  Vật liệu bằng thép: 11
22.10 NE

m
 , 0,3  ,  = 7850kg/m3. 

 Kết cấu gối tựa: Vật liệu làm gối là đàn hồi phi tuyến, quan hệ ứng suất - biến dạng dọc trục trong 
trạng thái kéo-nén được cho trên hình 6 và có dạng [3]: 

       
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F FK E
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


  , 

với F/L = 0.1852. 
 Tải trọng: Tải trọng phân bố đều trên toàn bộ bề mặt vỏ và tác dụng theo phương pháp tuyến với bề 

mặt vỏ với hàm thời gian F(t) có dạng như trên hình 7. 
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Sơ đồ rời rạc hóa PTHH 

 Do kết cấu đối xứng chịu tải trọng đối xứng nên trên hình 5b chỉ thể hiện 1
4

 kết cấu với lưới 

chia phần tử 6x12, tương ứng 72 phần tử. Các gối đàn hồi có phương song song với trục Z  và 
tựa trên toàn bộ chu vi vỏ, số lượng gối đàn hồi trên 1/4 chu vi vỏ là 19 cái. Thời gian tính toán 

2T  , bước thời gian t=(1/50). 
Kết quả tính 
 Sử dụng chương trình đã lập, đã tiến hành tính toán chuyển vị W  và các mô-men ,xx yyM M  
trong vỏ. Trên hình 8 là đồ thị thay đổi theo thời gian t  của W  tương ứng với độ cứng phi tuyến 
ban đầu của các gối 0

UK = 2560 kN/m.   Trong bảng 1 và trên các hình vẽ 9  11 dẫn ra kết quả 
tính toán giá trị cực đại của chuyển vị, nội lực tại điểm 0 (tâm vỏ) theo độ cứng phi tuyến ban 
đầu của gối 0

UK   0
0U UK K

 
  thay đổi từ 40 đến 2560kN/m. Các hình vẽ 9  11 đồng thời còn 

biểu diễn sự so sánh sự thay đổi giữa gối phi tuyến và tuyến tính của các đại lượng maxW , maxxxM  
và maxyyM . Trong đó, các gối tuyến tính có độ cứng bằng 0

UK . 
Bảng 1. Kết quả tính toán Chuyển vị và nội lực cực đại tại tâm vỏ 

Chuyển vị và nội lực cực đại tại tâm vỏ 
STT 

Độ cứng phi tuyến ban đầu của 
gối 0

UK  (kN/m) 
maxW (m) maxxxM (Nm/m) maxyyM (Nm/m) 

1 40 1,1613E-1 6,5523E+1 8,0052E+1 
2 80 6,8893E-2 1,1497E+2 1,4222E+2 
3 160 4,1466E-2 1,8770E+2 2,3062E+2 
4 320 2,4197E-2 2,5700E+2 3,3394E+2 



                                                                                               

5 640 1,3535E-2 3,0500E+2 4,4493E+2 
6 1280 7,5007E-3 3,6972E+2 5,2832E+2 
7 2560 4,2979E-3 5,0325E+2 6,4091E+2 
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Hình 8. Đồ thị W  tương ứng với độ  

         cứng pt ban đầu của gối 0 2560U
kNK
m

  
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Hình 9. Ảnh hưởng độ cứng phi tuyến  
              của gối tựa đến maxW  
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Hình 10. Ảnh hưởng độ cứng phi tuyến  
          của gối tựa đến maxxxM  
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Hình 11. Ảnh hưởng độ cứng phi tuyến  
              của gối tựa đến maxyyM  

 
5. Kết luận 
 Trong bài báo đã xây dựng các phương trình, thuật toán và chương trình tính toán phản ứng động 
của kết cấu vỏ thoải trên các gối tựa đàn hồi phi tuyến bằng PP PTHH. Các kết quả nghiên cứu bằng 
số về ảnh hưởng của các gối tựa đàn hồi đối với vỏ cho thấy, khi độ cứng phi tuyến ban đầu 0

UK  của 
các gối tựa tăng lên thì các giá trị nội lực của vỏ tăng lên, chuyển vị của vỏ giảm xuống. Chuyển vị 
của vỏ có gối phi tuyến với độ cứng ban đầu 0

UK  lớn hơn chuyển vị của vỏ tương ứng có gối tuyến 

tính  0
UK K , còn nội lực thì ngược lại. Mức độ ảnh hưởng của tính phi tuyến của gối đối với trạng 

thái chuyển vị - nội lực của vỏ là đáng kể. Các kết quả nghiên cứu trên có thể vận dụng khi thiết kế 
và tính toán các công trình đặc biệt, chẳng hạn kết cấu cửa đường hầm máy bay chịu tải trọng do nổ 
gây ra. 
 TÀI LIỆU THAM KHẢO 
1. NGUYỄN VĂN HỢI. Cơ sở lý thuyết và các phương pháp tính vỏ đàn hồi. Học viện KTQS - 1997. 
2. NGUYỄN ĐỨC THẮNG - NGUYỄN VĂN HỢI. Nghiên  cứu phản ứng động của vỏ thoải trên các 

gối tựa đàn hồi tuyến tính chịu tác dụng của sóng nổ. Học viện KTQS - 2007. 
3. Klaus Jurgen Bathe. Finite element procedure. Prentice Hall Internetional, Inc 1996. 
4. C.S.Krishnamoorthy. Finite element analysis - Theory and programming - Second edition. Tata 

 McGraw-Hill publishing company limited,1995. 
5. Maurice Petyt. Introduction to finite element vibration analysis. Cambridge University press - 1990. 
6. O.C.Zienkiewicz - R.L.Taylor. The finite element  method. McGraw-Hill book company - 1991. 
 

 
 
 
 
 
 

maxxxM  (Nm/m) maxyyM  (Nm/m) 

maxW (m) W  (m) 


