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1. Mở đầu 

Trong lĩnh vực công trình, ổn định là tính chất của công trình có khả năng giữ được vị trí 
ban đầu hoặc giữ được dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng tương ứng với 
các tải trọng tác dụng. Bước quá độ của công trình từ trạng thái ổn định sang trạng thái 
không ổn định gọi là mất ổn định. Giới hạn đầu của bước quá độ đó gọi là trạng thái giới hạn 
của công trình. Tải trọng tương ứng với trạng thái tới hạn gọi là tải trọng tới hạn. Việc xác 
định tải trọng tới hạn là một trong những nhiệm vụ chính khi xét ổn định của công trình. 

Để xác định lực tới hạn (hay tham số của lực tới hạn), người ta đã xây dựng nhiều 
phương pháp khác nhau xuất phát từ các tiêu chuẩn cân bằng về ổn định, tức là các dấu 
hiệu mà tương ứng với nó thì hệ ở trạng thái tới hạn. Mỗi tiêu chuẩn đều có một phạm vi áp 
dụng của nó [2, 5, 6]. 

Tiêu chuẩn cân bằng ổn định dạng cân bằng của các hệ biến dạng dưới dạng động lực 
học gắn liền với định nghĩa ổn định chuyển động của Liapunov cho các bài toán ổn định 
dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng. Tiêu chuẩn cân bằng ổn định dưới dạng động lực 
học được xây dựng trên cơ sở nghiên cứu khuynh hướng chuyển động của hệ sau khi bị 
lệch ra khỏi dạng ban đầu bằng một nhiễu loạn nào đó. Nếu hệ dao động tắt dần hay trở về 
trạng thái ban đầu thì sự cân bằng là ổn định, ngược lại là không ổn định.  

Tuy phức tạp nhưng tiêu chuẩn ổn định dưới dạng động lực học được xem là đầy đủ và 
tổng quát, giải quyết được các bài toán ổn định mà các tiêu chuẩn dưới dạng tĩnh học không 
thể giải quyết được [5, 6]: 
- Đối với các bài toán ổn định cân bằng của hệ đàn hồi chịu lực bảo toàn thường gặp 

trong các công trình xây dựng, thì về nguyên tắc các tiêu chuẩn trên đều dẫn đến cùng 
một kết quả. 

- Đối với các bài toán ổn định cân bằng của hệ đàn hồi chịu lực không bảo toàn thì nhất 
định phải sử dụng các tiêu chuẩn động lực học.  

 Trong bài báo này, tác giả trình bày việc áp dụng phương pháp ma trận độ cứng động 
lực (MTĐCĐL) [1, 3] vào việc xác định lực tới hạn gây mất ổn định của các kết cấu thanh 
chịu nén bởi các lực bảo toàn và không bảo toàn theo tiêu chuẩn ổn định dưới dạng động 
lực học. Đây là cơ sở để áp dụng phương pháp MTĐCĐL vào các bài toán ổn định hệ thanh 
phức tạp hơn, được xử lý bằng các chương trình tính toán hiện đại, áp dụng các phương 
pháp tính toán bằng số. 

2. Ma trận độ cứng động lực của phần tử thanh thẳng chịu uốn có kể đến ảnh hưởng 
của lực dọc 

Chọn hàm dạng là nghiệm bài toán dao 
động tự do của thanh thẳng chịu uốn có xét 
đến ảnh hưởng của lực dọc P không đổi 
(hình 1). 
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trong đó P>0 nếu phần tử thanh chịu nén, 
P<0 nếu phần tử thanh chịu kéo. Nghiệm 
của bài toán này có dạng:  
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với các hàm dạng là: 

 
 

P2 

P P 

U2 U4 

Hình 1.  Phần tử thanh chịu uốn và nén dọc 
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trong đó: 
- Lx  là tham số chiều dài không thứ nguyên. 
-  là tần số dao động (rad/giây), =0 tương ứng với bài toán tĩnh. 

-   là tham số kể đến ảnh hưởng của lực dọc: 
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-  là tham số động lực học: 
EI

AL 
  2                                        (5) 

- ,  là các tham số:  
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- Các hàm số Fi được định nghĩa như sau : 
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Khi đó ma trận độ cứng động lực của phần tử thanh chịu uốn có kể đến ảnh hưởng của 
lực dọc có dạng : 
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3. ổn định thanh chịu nén bởi lực có phương thẳng đứng (lực bảo toàn) 
3.1. Phương pháp giải tích 
 Xét bài toán ổn định của thanh công xôn có mômen quán tính chính I, môđun đàn hồi E, 
khối lượng phân bố đều trên một đơn vị chiều dài A. Thanh chịu nén bởi lực có phương 
thẳng đứng P là lực bảo toàn mang giá trị dương nếu phần thanh bị nén (hình 2). Phương 
trình dao động của hệ có dạng [4]: 
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với các điều kiện biên tại đầu ngàm: 
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và tại đầu tự do: 
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Bằng cách đặt: 
    tiexYtxy .,      (12) 

trong đó Y(x) là hàm số chưa biết;  là hằng số chưa biết, nói chung là một số phức. Ta đưa 
phương trình (9) về phương trình dạng (1) với nghiệm tổng quát: 
    coshsinhcossin 4321 CCCCxY                          (13) 
 Thay (13) vào (10) – (11) và từ điều kiện các hằng số tích phân Ci không đồng thời bằng 
không, ta nhận được phương trình đặc trưng xác định lực tới hạn: 
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hay là: 
     0coshcos2sinhsin2, 222                                   (14) 

3.2. Phương pháp ma trận độ cứng động lực 
Xem thanh là một phần tử, khử dạng suy biến của ma trận độ cứng động lực theo điều 

kiện biên ngàm tại nút x=0: 0;0 21  UU , từ (8) ta nhận được: )(ˆ)(ˆ),(ˆ ***  FUPK  (15) 

trong đó  PK ,ˆ *   là ma trận độ cứng động lực rút gọn: 
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 Trong bài toán này, lực P được xem như là một tính chất đặc trưng của hệ mà không 
được xem là tải trọng nên véc tơ lực đặt ở nút bằng không 0)(ˆ * F . Khi đó, phương trình 
(15) trở thành: 

0)(ˆ),(ˆ **  UPK                    (17) 
 Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dưới dạng động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi 
chuyển động bé của hệ ở lân cận vị trí cân bằng dẫn đến sự tăng dần biên độ chuyển động, 
tức là khi   0ˆ * U . Như vậy, hệ sẽ mất ổn định khi định thức ma trận độ cứng động lực rút 
gọn bằng không: 
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do đó ta nhận được phương trình xác định lực tới hạn: 0. 2
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Sử dụng các đồng nhất thức: 
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Sau một số biến đổi, ta nhận được: 
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dẫn đến phương trình (14) mà ta đã lập bằng phương 
pháp giải tích, tức là cách giải theo phương pháp 
MTĐCĐL và phương pháp giải tích cho cùng một kết quả. 
3.3. Xác định lực tới hạn 
Từ (14) hay (20), ta nhận thấy: 
- Khi không có lực P thì =0, nghiệm  của phương trình 

(14) là số thực, nó tương ứng với tần số riêng đầu tiên 
của thanh công xôn không chịu nén. Khi tăng giá trị 

Hình 3. Đồ thị hàm số     



tham số tải trọng đến giá trị 44674,2 2*   , tham số   dần về 0 (hình 3) tương ứng 
với tải trọng tới hạn: 

2

2
*

4L
EIPth


                                            (21) 

- Khi  tiếp tục tăng, nghiệm  là các số phức, hơn nữa một trong các nghiệm này có phần 
ảo là âm. Khi đó tần số  cũng là số phức có dạng iba  . Từ (12), ta có: 

            tbiatibaiti exYexYexYtxy   ...,   
 Như vậy, khi 0b , biên độ chuyển vị của thanh sẽ tăng theo thời gian, do đó, theo tiêu 
chuẩn động lực học, thanh công xôn chịu nén bởi lực có phương thẳng đứng sẽ bị mất ổn 
định khi *  , tương ứng với tải trọng tới hạn (21). Kết quả tìm được trùng với kết quả đã 
biết theo tiêu chuẩn tĩnh học từ SBVL.  

4. Ổn định của thanh chịu nén bởi lực đuổi (lực không bảo toàn) 
4.1. Phương pháp giải tích 

Xét bài toán ổn định của thanh công xôn có mômen quán tính chính I, môđun đàn hồi E, 
khối lượng phân bố đều trên một đơn vị chiều dài A chịu nén bởi lực đuổi P (hình 4). Ta có 

phương trình dao động của thanh (9) với điều kiện biên tại đầu ngàm (10) 
với  các điều kiện biên tại đầu tự do là 
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 Bằng cách đặt tương tự (12), từ điều kiện các hằng số tích phân không 
đồng thời bằng không, ta nhận phương trình đặc trưng xác định lực tới hạn 
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hay là:  
  0coshcos2sinhsin2, 222           (23) 

4.2. Phương pháp ma trận độ cứng động lực 
 Đối với thanh chịu nén bởi lực đuổi đặt tại nút 2 (x=L), lực cắt tại nút 2 được biểu diễn 
dưới dạng: 
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Khi đó, phương trình (15) có dạng: 
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Ta nhận được ma trận độ cứng động lực của phần tử thanh chịu lực đuổi đặt tại nút 2 (x=L) 
có dạng: 
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Trong bài toán này, lực P được xem như là một tính chất đặc trưng của hệ mà không 
được xem là tải trọng nên véc tơ lực đặt ở nút bằng không 0)(ˆ * F . Khử dạng suy biến 
của ma trận độ cứng động lực theo điều kiện biên tại x=0: 0;0 21  UU , ta có:  

0)(ˆ),(ˆ **  UPK                                  (27) 

trong đó  PK ,ˆ *   là ma trận độ cứng động lực rút gọn:  
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Trong biểu thức này, các hàm số F2 , F4 , F6 được xác định theo (7), các hàm số 
    ,;, 43 xNxN  được xác định theo (3), đồng thời: 
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Do đó ta nhận được ma trận độ cứng động lực rút gọn: 
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Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dưới dạng động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi định 
thức của ma trận độ cứng động lực rút gọn bằng không:  
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suy ra: 
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Sử dụng (20), ta biến đổi vế trái của (31): 
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
 coshcos2sinhsin2 222
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Từ đó ta nhận lại được phương trình (23), tức là cách 
giải theo phương pháp ma trận độ cứng động lực và 
phương pháp giải tích cho ta cùng một kết quả. 

4.3. Xác định lực tới hạn 
Từ phương trình (23), ta nhận thấy: 
- Khi không có lực đuổi thì =0, nghiệm  của (23) là các 

số thực, nó tương ứng với hai tần số riêng đầu tiên của 
thanh công xôn không chịu nén. Khi tăng giá trị tham 
số tải trọng , hai nghiệm bé nhất của phương trình 
tiến dần về nhau và khi 05,20*    thì hai nghiệm 
này là trùng nhau (hình 5).  

- Khi  tiếp tục tăng, các nghiệm  là các số phức, hơn 
nữa một trong các nghiệm này có phần ảo là âm. Do đó, biên độ chuyển 
vị của thanh sẽ tăng theo thời gian, thanh công xôn chịu nén bởi lực đuổi 
sẽ bị mất ổn định khi *  , tương ứng với tải trọng tới hạn: 

 205,20
L
EIPth                                    (33) 

Giá trị tải trọng tới hạn của lực đuổi tìm được gần với giá trị tải trọng 
tới hạn khi bỏ qua khối lượng phân bố của thanh và gấp 8,13 lần tải trọng 
tới hạn của thanh công xôn chịu nén bởi lực thẳng đứng (21). 

       Hình 6. 
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Hình 5. Đồ thị hàm số     



5. Ổn định của thanh chịu nén bởi lực có đường tác dụng không đổi 
5.1. Phương pháp giải tích 
 Xét ổn định của thanh công xôn có khối lượng phân bố đều chịu nén bởi lực có đường 
tác dụng không đổi P (hình 6). Ta cũng nhận được phương trình (9) với điều kiện biên tại 
đầu ngàm tương tự (10). Tại đầu tự do, thay cho điều kiện (11), điều kiện biên có dạng: 
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 Bằng cách đặt tương tự (12), ta nhận phương trình đặc trưng: 
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dẫn đến cùng phương trình đặc trưng (23) và cùng một giá trị tải trọng tới hạn (33) như bài 
toán ổn định của thanh chịu nén bởi lực đuổi. 

5.2. Phương pháp ma trận độ cứng động lực 
Đối với bài toán lực có đường tác dụng không đổi đặt tại nút 2 (x=L), mômen tại nút 2 

được biểu diễn dưới dạng: 
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Trong bài toán này, lực P được xem như là một tính chất đặc trưng của hệ mà không 
được xem là tải trọng nên véc tơ lực đặt ở nút bằng không 0)(ˆ * F . Khử dạng suy biến 
với điều kiện biên ngàm tại x=0: 0;0 21  UU , ta nhận được ma trận độ cứng động lực rút 
gọn của thanh chịu lực có đường tác dụng không đổi đặt tại nút 2 có dạng: 
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Sử dụng (28), ta được : 
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Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dưới dạng động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi định 
thức của ma trận độ cứng động lực rút gọn bằng không, từ đó ta nhận được phương trình 
đặc trưng hoàn toàn trùng với phương trình (31), do đó lực tới hạn của thanh chịu nén bởi 
lực có đường tác dụng không đổi đặt tại nút 2 có giá trị bằng với lực tới hạn của thanh chịu 
nén bởi lực đuổi (33). Như vậy, cách giải theo phương pháp giải tích và phương pháp 
MTĐCĐL đều dẫn đến cùng một kết quả. 
6. Kết luận  

Từ các ví dụ đã được giải ở trên, ta thấy rằng việc xác định lực tới hạn theo phương 
pháp MTĐCĐL dựa theo tiêu chuẩn ổn định dưới dạng động lực học dẫn đến các kết quả là 
các phương trình đặc trưng và các giá trị lực tới hạn hoàn toàn trùng với kết quả đã biết 
theo các phương pháp giải tích. Trong các trường hợp phức tạp  không có nghiệm giải tích, 
để xác định lực tới hạn thì phải dùng phương pháp MTĐCĐL. Đây chính là cơ sở để có thể 
áp dụng phương pháp ma trận độ cứng động lực vào các bài toán ổn định hệ thanh phức 
tạp hơn được xử lý bằng các chương trình tính toán hiện đại, áp dụng các phương pháp 
tính toán bằng số. 
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