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1. M& dau

Trong linh vwc coéng trinh, 6n dinh 1a tinh chat ctia cdng trinh c6 kha nang gitr dwoc vi tri
ban dau hodc gilr dwoc dang can bang ban dau trong trang thai bién dang twong &ng vé&i
cac tai trong tac dung. Bwdc qua dd cla céng trinh tir trang thai 6n dinh sang trang thai
khéng 6n dinh goi 1a méat én dinh. Gi&i han dau clia budc qua dd dé goi la trang thai giéi han
cla cong trinh. Tai trong twong rng v&i trang thai t&i han goi la tai trong téi han. Viéc xac
dinh tai trong t&i han la mét trong nhirng nhiém vu chinh khi xét 6n dinh cua cbng trinh.

Pé xac dinh lwc t&i han (hay tham sb cla lwc t&i han), nguoi ta da xay dwng nhiéu
phwong phap khac nhau xuét phat tr cac tiéu chuadn can bang vé 6n dinh, tirc 1a cac dau
hiéu ma twong &ng véi né thi hé & trang thai t&i han. Méi tieu chuan déu c6 mét pham vi ap
dung clia né [2, 5, 6].

Tiéu chuan can bang 6n dinh dang can bang cla cac hé bién dang dwéi dang dong lwc
hoc gan lién v&i dinh nghia 6n dinh chuyén dong cua Liapunov cho cac bai toan on dinh
dang can bang & trang thai bién dang. Tiéu chuan can bang 6n dinh duwéi dang déng lwc
hoc dwoc xay dung trén co s& nghién ctiru khuynh hwéng chuyén ddong cliia hé sau khi bj
léch ra khoi dang ban dau bang mét nhiéu loan nao d6. Néu hé dao dong tat dan hay tré vé
trang thai ban dau thi sw can bang 1a én dinh, ngwoc lai 1a khdng én dinh.

Tuy phirc tap nhung tiéu chuén 6n dinh dwéi dang dong lwc hoc duwoc xem la day du va
tong quat giai quyét dwoc cac bai toan 6n dinh ma cac tiéu chuan dwéi dang tinh hoc khéng
thé giai quyét dwoc [5, 6]:

- DPéi v&i cac bai toan 6n dinh can bang cla hé dan héi chiu lwc bao toan thuong gap
trong cac cong trinh xay dwng, thi vé nguyén tac cac tiéu chuan trén déu dan dén cung
mot két qua.

- Déi v&i cac bai toan 6n dinh can bang ctia hé dan hdi chiu lwc khéng bao toan thi nhat
dinh phai st dung céc tiéu chuan déng luwc hoc.

Trong bai bao nay, tac gia trinh bay viéc ap dung phwong phap ma tran dé cirng dong
lwe (MTDCBL) [1, 3] vao viéc xac dinh lyc téi han gay mét 6n dinh cua cac két cau thanh
chiu nén bdi cac lwc bao toan va khéng bao toan theo tiéu chuan én dinh dwéi dang déng
lwc hoc. Pay la co s& dé ap dung phuong phap MTDCBL vao cac bai toan 4n dinh hé thanh
phtrc tap hon, dwoc x& ly bang cac chwong trinh tinh toan hién dai, ap dung cac phuwong
phéap tinh toan bang sb.

2. Ma tran dé ctrng dong lwc cta phan tir thanh thang chiu udn cé ké dén anh hwéng

cua lwc doc

A

y Chon ham dang la nghiém bai ';oén dao
P, dong tw do cua thanh thang chiu uon c6 xét
dén anh huwdng cla lwc doc P khbéng doi
P ‘ . T)X P__ (hinh1).
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Hinh 1. Phdn ik thanh chiu uén va nén doc L A N
vOi cac ham dang la:
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trong dé:
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- Alatham s6 dong lwc hoc: 4 =wl® x E (5)

- a, Bla cac tham sé:
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- Cac ham sé F; dwoc dinh nghia nhuw sau :
F, = (Bsina—asinh B)(a® + B*)/6
F, = (acosasinh B — Bsinacosh B)(a® + B*) 16
F, = (cosa —cosh BaB(a’ + B2) 16
F, = [([32 —a”)(cosacosh B —1) + 2 sina sinh ﬁ]aﬁ/5 (7)
F, = (Bsinh p+asina)(a® + B*)ap 15
F, = —(acosh Bsina + Bsinh gcosa)(a’® + B*)ap 16

8 = 2af(cosaccosh B —1) + (a® — B?)sinasinh B
Khi d6 ma tran doé cirng dong lwc cha phan t& thanh chiu uén c6 ké dén anh hwéng cla
Iwc doc cé dang :
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3. 6n dinh thanh chiu nén béi Iwc c6 phwong thing dirng (lwc bao toan)
3.1. Phwong phap giai tich

Xét bai toan on dinh cta thanh cdng x6n c6 mémen quan tinh chinh I, médun dan héi E,
khdi lwvong phan b6 déu trén mét don vi chiéu dai pA. Thanh chiu nén bé&i lwvc cé6 phwong

thang dirng P la lwc bdo toan mang gia tri dwong néu phan thanh bi nén (hinh 2). Phuong
trinh dao déng clia hé c6 dang [4]:

o'y 0%y o’y
X El +P + pA =0 9
T g xt P ©)
| P v&i cac diéu kién bién tai ddu ngam:
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y(0,t)=0; %}(’IL 0 (10

L vatai dau tw do:




o%y(Lt) _,. 0%y(Lt) P oy(Lt) (11)
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Bang cach dat:
y(x,t) =Y (x)e™ (12)

trong d6 Y(x) la ham sb chua biét; w la hang s6 chwa biét, n6i chung la mét sé phirc. Ta dwa
phuong trinh (9) vé phwong trinh dang (1) v&i nghiém tong quat:

Y(x)=C,sina¢ +C, cosal +C,sinh ¢ +C, cosh B¢ (13)

Thay (13) vao (10) — (11) va tir diéu kién cac hang sé tich phan C; khéng déng thei bang
khéng, ta nhan dwoc phwong trinh dac trieng xac dinh Iwc t&i han:

0 1 0 1
deff N P O ~0
—a“sina — o Cosa psinh g S cosh g
(Ga —a3)cosa (— oo +a3)sin a (aﬁ +ﬁ3)coshﬁ (aﬁ + ﬁ3)sinh B
hay la:
Ao, A)= 222 —cAsinasinh B+(c? +24? )cosa cosh B =0 (14)

3.2. Phwrong phap ma trén do cirng déng Iluc

Xem thanh 1a moét phan t&, kh&r dang suy bién clia ma tran dd6 cirng dong lwc theo diéu
kién bién ngam tai nit x=0: U, =0;U, =0, ti¥ (8) ta nhan duoc: K (o, P)U" (0) = F () (15)

trong dé K*(a) P) la ma tran dé cierng déng lwc rat gon:

IZ*(a),P)zE—SI{ Fo F“LZ} (16)

L°|F,L FL

Trong bai toan nay, lvc P dwoc xem nhw 1a mét tinh chat dic trwng cta hé ma khong
dwoc xem la tai trong nén véc to lwc dat & nut bang khong lf*(a)) =0. Khi d6, phwong trinh
(15) tr& thanh:

K" (w,P)U " (@) =0 (17)

Theo tiéu chuan can bang 6n dinh dwéi dang dong lwc hoc, hé sé mat 6n dinh khi
chuyén dong bé clla hé & lan can vi tri can bang dan dén sw tang dan bién d6 chuyén doéng,

ttre la khi Lj*(w)¢ 0. Nhw vay, hé sé mét &n dinh khi dinh th&rc ma tran do clrng dong lwc rut
gon bang khéng:

o El F, F,L
detK (w,P) =—-det ,|=0 (18)
L F,L FL
do d6 ta nhan dwoc phuwong trinh xac dinh lyc t¢i han: F,.F, -F/ =0 (19)

St dung cac ddng nhét thic:
af=A,a*-pB*=0; (az +ﬂ2)2 =(a2 +4AZ); sin® x =1-cos’ x ; sinh? x = cosh? x —1
Sau mot sé bién ddi, ta nhan duoc:

FF,—F? = —%[2/12 —oAsinasinh g+ (o + 242 )cos ez cosh B]=0 (20)

dan dén phuwong trinh (14) ma ta da lap bang phwong

phap giai tich, tc la cach giai theo phuwong phap

MTBCDBL va phuwong phap giai tich cho cung mét két qua.

3.3. Xac dinh Iwc téi han

Tl (14) hay (20), ta nhan thay:

- Khi khong c6 lwc P thi 0=0, nghiém A cta phwong trinh
(14) Ia so thwc, né twong (rng voi tan so riéng dau tién
cta thanh céong x6n khong chju nén. Khi tang gia tri
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Hinh 3. Bé thi hams6 ¢ = O'(A)



tham sb tai trong dén gia tri ¢~ =2,4674=7%/4, tham s6 A dan v& 0 (hinh 3) twong (ng
véi tai trong téi han:
- 72El
VT
- Khi otiép tuc tang, nghiém A la cac s6 phirc, hon nira mét trong cac nghiém nay cé phan
do la am. Khi d6 tan sb o ciing la s6 phtrc c6 dang w = a+ib. T (12), ta co:
y(x, 1) =Y (x)e" =Y (x)e @ Pr =y (x)elor
th vay, khi b <0, bién do chuyén vi clia thanh sé tang theo thb’j gian, do do, theq ti@u
chuan déng lwc hoc, thanh cdéng x6n chiu nén b&i lwc cé phwong thang dirng sé bi mat on
dinh khi o = ¢”, twong (ng Vi tai trong téi han (21). Két qua tim duoc tring voi két qua da
biét theo tiéu chuan tinh hoc tir SBVL.

4. On dinh cuaa thanh chiu nén bé&i lwc dudi (Iwc khéng bao toan)

(21)

4.1. Phwong phap giai tich

Xét bai toan 6n dinh cda thanh cong x6n c6 mémen quan tinh chinh I, médun dan héi E,
khdi lvgng phan bb déu trén mét don vi chiéu dai pA chiu nén bai lwc dudi P (hinh 4). Ta c6
phuong trinh dao ddéng cla thanh (9) v&i diéu kién bién tai ddu ngam (10)
XT v&i cac diéu kién bién tai dau tw do la
10,20 oy(LY) . 2%y(LY)
v SIS0, (22)
: OX ax

Bang cach dat twong tw (12), tir didu kién cac hang sé tich phan khéng
déng thdi bang khong, ta nhan phwong trinh déc trweng xac dinh lwc téi han

0 1 0 1

a 0 Ji] 0

det 2 o 2 2 o 2 =0
—a°sina —a“cosa B sinh g S°cosh g

—a’cosa  a’sina Bicosh g B3sinh g

hay la:
A(B,w)=0c?+22% + oAsinasinh § +2A% cosa cosh f =0 (23)

4.2. Phwrong phap matrdn dé cirng déng luc

Déi v&i thanh chiu nén bdi lwc dubi dat tai nat 2 (x=L), lwc cat tai nat 2 dwoc biéu dién
duwdi dang:
_ 8 _ _ N(L _
Qe = —El ?(L t)=Q,e' + P%(L,t)z Q. + Pw{u}em (24)
X X
Khi d6, phwong trinh (15) c6 dang:

K(w,P) (0)=| K(w,P)+ b oN(L, )¢ U(0)=F(o) (25)
19)4
0
Ta nhan dwoc ma tran dé clirng dong lwc cla phén ter thanh chiu Iwc dudi dat tai nat 2 (x=L)
c6 dang:

F, ‘F,L R, F,L
el ~F,L F,L° -F,L F L2
K= PL® N, (L, @) PL* N, (L, ) PL® N, (L, ) P N,(Lo)|  (26)
PR +— 2 Rl F e py g S
El & El  ox El o El  ox
I F,L F L2 F,L F,L° |



Trong bai toan nay, lvc P dwoc xem nhw 1a mét tinh chat dic trwng cta hé ma khong
dwoc xem 1 tai trong nén véc to lyc dat & nut béng khong F*(w) =0. Khir dang suy bién
clia ma tran do cirng ddng lwc theo diéu kién bién tai x=0: U,=0;U, =0, taco:

K" (w,P)U" (@) =0 27)
trong dé R*(a), P) la ma tran dé cing déng lwce rat gon:

3 ON. (L, 3 ON, (L,
R R PEN(Le) o PL N, (L)
K (w,P)—F El  ox El Ox
F,L F,L2
Trong biéu thirc nay, cac ham sbé F, , F4 , Fs dwoc xac dinh theo (7), cac ham sbé
N,(x,®); N,(x,0) dwgc xac dinh theo (3), déng thoi:

N, (L,w) _ oN,(L,o)
N,(L,w)=1;N,(Lw)=0;——"—"—==0;, ———=1 28
3( ) 4( ) o o (28)
Do dé ta nhan dwgc ma trédn ddé clrng déng lwc rut gon:
pPL®
K*(a),P)=E—3I Fo Rl (29)
F,L FZL2

Theo tiéu chuén can bang én dinh dwéi dang dong lwc hoc, hé sé méat én dinh khi dinh
thirc clla ma tran dé clrng déng lwe rat gon bang khéng:

PL®
detK " (w,P) = E—:det Fo Rl+—F-0 (30)
Rl R
suy ra:
4

F,F,L>—F2L°-F, F:EL = 12(F,F, -F2-0oF,)=0 (31)
S dung (20), ta bién dbi vé trai ctia (31):

F.F,-F’-ofF, = —%(2/12 +0% +oAsinasinh B+ 2% cosa cosh ﬁ) (32)

T do ta nhan lai dwoc phwong trinh (23), tirc la cach
o : ; ! ! giai theo phuwong phap ma tran do cing dong lyc va
‘ ' | | phwong phap gidi tich cho ta cung mét két qua.

4.3. Xac dinh lwc téi han

T& phuwong trinh (23), ta nhan thay:

- Khi khong c6 lwc dudi thi 6=0, nghiém 4 cua (23) la cac
s6 thwe, né twong rng v&i hai tan so riéng dau tién cla
thanh cdng x6n khdéng chju nén. Khi tang gia tri tham
sb tai trong o, hai nghiém bé nhat cia phwong trinh
tién dan vé& nhau va khi o =c  =20,05 thi hai nghiém
nay la trung nhau (hinh 5).

- Khi o tiép tuc tang, cac nghiém A 1a cac sbé phirc, hon

ntra Mot trong cac nghiém nay cé phan do la am. Do dé, bién do chuyé,n

vi cla thanh sé tang theo th&i gian, thanh cdng x6n chju nén b&i Iwc duoi

sé bj mat én dinh khi o = o, twong (rng v&i tai trong téi han:

El
Po = 20,05 (33)

Gia trj tai trong toi han cua lwc dudi tim dwoc gan voi gia tri tai trong
t&i han khi bé qua khoi lwgng phéan bo cua thanh va gap 8,13 lan tai trong
t&i han cta thanh cong x6n chiu nén b&i lyc thang dirng (21).




5. On dinh cua thanh chiu nén b&i lwc c6 dwéng tac dung khéng déi
5.1. Phwong phap giai tich

Xét 6n dinh cha thanh cong x6n c6 khéi lwgng phan b déu chiu nén béi lwc cé duwong
tac dung khong doi P (hinh 6). Ta cling nhan dwoc phwong trinh (9) voi diéu kién bién tai
dau ngam twong tw (10). Tai dau tw do, thay cho diéu kién (11), diéu kién bién c6 dang:

g YY) oy VLY pLY gy

‘ax ox® OX
Bang cach dat twong tw (12), ta nhan phwong trinh dac trwng:
0 1 0 1
a 0 0
de p

(o-—az)sina (o-—az)cowc (o-+ﬁ2)sinhﬁ (o-+ﬁ2)coshﬁ
(c-a?)acosa —(o-a?usina (o+p2)BcoshB (o+B2)Bsinh

dan den cung phwo’ng trinh dac trung (23) va cing mét gia tri tai trong t&¢i han (33) nhw bai
toan 6n dinh cda thanh chiu nén b&i lyc dudi.

5.2. Phwong phap ma trdn dé cieng déng luc

Déi v&i bai toan lwc cé dwong tac dung khong dbi dat tai nat 2 (x=L), mémen tai nat 2
dwoc biéu dién duwdi dang:

6Seia1t =Q3 123

N piot az_y ot _ ot ot (35)
M.e Elax (Lt)=M,e" +P.y(L,t)=M,e" + P.N(L,o)ule

Trong bai toan nay, lwc P duwoc xem nhw la mét tinh chéat dac trweng clla hé ma khoéng
dwoc xem 1 tai trong nén véc to lyc dat & nut béng khong F'(w) =0. Khir dang suy bién
v&i didu kién bién ngam tai x=0: U, =0;U, =0, ta nhan dwgc ma tran d cirng ddng lwc rat
gon cula thanh chiu lwc cé dwdng tac dung khéng ddi dat tai nat 2 cé dang:

EI F, F,L
K'(w,P)=—+ 3 L 36
(@P)=1 F4L+%N3(L,a)) F2L2+%N (L o) (36)
S dung (28), ta duwoc:

= F,L

. El
K (@, P) = 3
(@P)=1 |:|_+—PE"I F,L?

(37)

Theo tiéu chuén can bang én dinh dwéi dang déng luc hoc, hé sé& méat én dinh khi dinh
thirc clia ma tran dé cirng ddng lwe rat gon béng khéng, tr d6 ta nhan dwoc phwong trinh
dac trweng hoan toan trung v&i phwong trinh (31), do dé Iwc téi han clda thanh chiu nén b&i
lwc c6 dworng tac dung khong dbi dat tai nat 2 co gia tri bang véi lwc téi han cha thanh chiu
nén b&i lwc dudi (33). Nhw vay, cach gidi theo phwong phap giai tich va phuwong phap
MTDCDBL déu dan dén cung mot két qua.
6. Két luan

TW cac vi du da dwoc gidi & trén, ta thay rang viéc xac dinh lwc t&i han theo phwong
phap MTDCBL dua theo tiéu chuan én dinh dwéi dang déng lwc hoc dan dén cac két qua la
cac phwong trinh ddc trwng va cac gia tri lwc téi han hoan toan tring véi két qua da biét
theo cac phuwong phap giai tich. Trong cac trwdng hop phirc tap khéng cé nghiém giai tich,
dé xac dinh lwc t&i han thi phai dung phwong phap MTBCBL. Day chinh 1a co s& dé coé thé
ap dung phwong phap ma tran dé cirng dong lwc vao cac bai toan 6n dinh hé thanh phic
tap hon dwoc x&r ly bang cac chwong trinh tinh toan hién dai, ap dung cac phwong phap
tinh toan bang s6. .
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