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Tóm tắt: Trong bài báo trình bày phương pháp và các kết quả tính toán khung phẳng đàn 
– dẻo chịu tác dụng của tải trọng động có kể đến các điều kiện ban đầu của kết cấu do các 
tác dụng tĩnh gây ra. Mô hình đàn – dẻo của vật liệu được sử dụng là mô hình đàn – dẻo 
song tuyến tính. Trong mô hình tính của kết cấu, ngoài các yếu tố trên, còn phải kể đến ảnh 
hưởng của lực dọc đến mômen dẻo giới hạn của tiết diện và tính phi tuyến hình học của kết 
cấu. Phương trình chuyển động phi tuyến của kết cấu được thiết lập bằng phương pháp 
phần tử hữu hạn và được giải bằng phương pháp Newmark kết hợp với phương pháp lặp 
Newton – Raphson biến điệu. Từ các thuật toán nhận được lập chương trình tính và nghiên 
cứu ảnh hưởng của các tham số tính toán đến trạng thái chuyển vị – nội lực của kết cấu. 
1. Mở đầu 

Trong các bài báo [1,2,3] đã nghiên cứu phản ứng động lực học của khung phẳng biến 
dạng theo mô hình đàn – dẻo song tuyến tính (ĐDSTT) với giả thiết trạng thái chuyển vị – nội 
lực ban đầu (thời điểm t = 0) bằng không. Trong thực tế tồn tại ứng suất và biến dạng ban 
đầu trong kết cấu do các tác dụng tĩnh khác nhau gây ra như do trọng lượng bản thân các 
cấu kiện, do tải trọng tác dụng tĩnh, do sự chênh lệch nhiệt độ trên cấu kiện, do các cấu kiện 
chế tạo không chính xác, do chuyển vị cưỡng bức của chân công trình do lún nền móng,… 
Trong bài báo này, tiếp tục phát triển các kết quả của công trình nghiên cứu ở trên [1,2,3], xây 
dựng phương pháp và thuật toán tính khung phẳng đàn – dẻo chịu tác dụng của tải trọng 
động có kể đến các điều kiện ban đầu của kết cấu do các tác dụng tĩnh gây ra. Ngoài ra, cũng 
như các bài báo trước, ở đây có kể đến ảnh hưởng đồng thời của lực dọc đến mômen dẻo 
giới hạn của tiết diện và tính phi tuyến hình học của hệ. Ở đây thừa nhận các giả thiết sau: 

- Tất cả các phần tử của hệ khi chưa chịu tải đều thẳng và có diện tích tiết diện ngang là A 
không đổi (đối với từng phần tử), các tiết diện đều phẳng trước và sau khi biến dạng; 

- Vật liệu kết cấu biến dạng theo mô hình ĐDSTT, theo đó quan hệ ứng suất – biến dạng 
có dạng như trên hình 1(a), còn quan hệ mômen uốn – góc xoay tại các tiết diện thanh có 
dạng như trên hình 1(b), trong đó:  p pM, - tương ứng là ứng suất chảy dẻo và mô men dẻo 
giới hạn của tiết diện khi uốn thuần túy [3]; E, E1 - tương ứng là mô đun đàn hồi và đàn - dẻo 
của vật liệu; p - hệ số đặc trưng cho tính biến cứng của vật liệu;   - biến dạng;   - góc xoay 
tiết diện thanh; a - độ cứng chống uốn đàn hồi của phần tử; 

- Biến dạng dẻo xuất hiện và phát triển trong các phần tử của kết cấu là các biến dạng dẻo 
tập trung, theo đó biến dạng dẻo chỉ tồn tại ở các tiết diện có mômen uốn lớn nhất, các tiết 
diện còn lại của kết cấu biến dạng đàn hồi tuyến tính (ĐHTT) trong suốt quá trình chịu tải; 

- Xét đến tính phi tuyến hình học của kết cấu (như đã trình bày trong bài báo [2] ); 
- Kể đến ảnh hưởng của lực dọc N đến mômen dẻo giới hạn của tiết diện (như đã trình 

bày trong bài báo [3]); 
- Các tác dụng gây ra các điều kiện ban đầu trong kết cấu là các tác dụng tĩnh và tồn tại đồng thời 

với tải trọng động trong suốt quá trình chịu tải. 
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Hình 1. Mô hình vật liệu ĐDSTT: (a) Quan hệ ứng suất – biến dạng; 

(b) Quan hệ mômen uốn – góc xoay của tiết diện thanh
2. Véc tơ tải trọng quy nút do các tác dụng tĩnh gây ra 



 

Kết cấu khung khảo sát sẽ được tính toán theo phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH). 
Tải trọng quy nút do tải trọng động gây ra đã được trình bày trong [1]. Dưới đây dẫn ra các 
véc tơ tải trọng quy nút do các tác dụng tĩnh gây ra. 
2.1. Véc tơ tải trọng nút do lực khối gây ra 

Lực khối tác dụng lên hệ là do trọng lượng bản thân gây ra, có phương thẳng đứng và có 
chiều hướng xuống. Véc tơ tải trọng quy nút của phần tử thanh do lực này gây ra có dạng 
[4,7]: 
        T

b bm m m
L

R N p dL                                       (1) 

Trong đó:  m
N  - hàm dạng của phần tử thanh [4,7];  b m

p  - véc tơ trọng lượng bản thân 
trên đơn vị dài của phần tử. 

Tùy theo tính chất liên kết ở hai đầu của phần tử, sử dụng (1) ta nhận được: 
- Phần tử cả hai đầu ngàm 
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                                      (2) 

- Phần tử có đầu i ngàm, đầu j khớp: 
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                                         (3) 

- Phần tử có đầu i khớp, đầu j ngàm: 
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- Phần tử cả hai đầu khớp: 
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Trong đó:  - trọng lượng riêng của vật liệu; A – diện tích tiết diện phần tử; L – chiều dài 
của phần tử; x – góc giữa trục ox của hệ tọa độ phần tử và trục OX của hệ tọa độ chung. 
2.1 Véc tơ tải trọng nút do lực bề mặt gây ra 

Véc tơ tải trọng quy nút do lực bề mặt gây ra của phần tử thanh có dạng [4,7]: 
         T
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Trong đó:  s mp  - véc tơ tải trọng bề mặt trên đơn vị dài của phần tử. 
Giả thiết véc tơ tải trọng bề mặt gồm tải trọng pháp tuyến p(x) và tải trọng tiếp tuyến (x). 

Trong trường hợp tải trọng phân bố đều p(x)=p, (x)=, ta có: 
- Phần tử cả hai đầu ngàm: 
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                                    (7) 

- Phần tử có đầu i ngàm, đầu j khớp: 
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- Phần tử có đầu i khớp, đầu j ngàm: 
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- Phần tử cả hai đầu khớp: 
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2.2. Véc tơ tải trọng nút do biến dạng ban đầu gây ra 
 Với phần tử thanh, biến dạng ban đầu được khảo sát ở đây là biến dạng dọc trục thanh 
nên    x0 , theo đó véc tơ tải trọng quy nút tương ứng có dạng: 
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Trong đó:  mB  - ma trận biến dạng – chuyển vị của phần tử [4,7]. 
Xét trường hợp biến dạng ban đầu do sự thay đổi nhiệt độ gây ra. Nếu gọi t1, t2 là nhiệt độ 

ở phía trên và phía dưới của phần tử (không phụ thuộc vào thời gian) (hình 2), đồng thời thừa 
nhận nhiệt độ thay đổi theo chiều cao của tiết diện có luật bậc nhất thì biến thiên nhiệt độ dọc 
theo trục thanh là: 

   
c

a t b tt
h

1 2. .                                         (12) 

Dưới tác dụng của nhiệt độ, các thớ song song với trục thanh bị biến dạng và được xác 
định theo công thức: 


   t

x t ct y t t
h 2 1. ( ),                                (13)           

Trong đó: t là hệ số dãn nở nhiệt của vật liệu, y là khoảng cách từ trục thanh đến thớ 
khảo sát, -b  y   a. 
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Hình 2. Phần tử chịu sự thay đổi nhiệt độ Hình 3. Phần tử thanh chịu chuyển vị cưỡng bức 

Kết hợp (11) và (13) ta nhận được véc tơ tải trọng nút do nhiệt độ gây ra dưới đây: 
- Phần tử cả hai đầu ngàm: 
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- Phần tử có đầu i ngàm, đầu j khớp: 
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- Phần tử có đầu i khớp, đầu j ngàm: 
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- Phần tử cả hai đầu khớp: 

      T
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2.4. Véc tơ tải trọng nút do chuyển vị cưỡng bức ban đầu tại các nút gây ra 
Véc tơ tải trọng nút do chuyển vị cưỡng bức ban đầu tại các nút gây ra có dạng: 

       m mm
R K U

0 0                                        (18) 

Trong đó:  mK - ma trận độ cứng của phần tử thanh ĐHTT [1,4,7],  m
U0 - véc tơ chuyển vị 

cưỡng bức ban đầu tại các nút. Xét các trường hợp như trên hình 3, ta nhận được: 
 - Phần tử cả hai đầu ngàm (hình 3 (a), (b)) : 
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- Phần tử có đầu i ngàm, đầu j khớp (hình 3 (c), (d)): 
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Trong đó: I  – mômen quán tính tiết diện phần tử. 
Các véc tơ tải trọng quy nút trên đều viết trong hệ tọa độ cục bộ của phần tử (x,y). Khi 

“ghép nối” vào véc tơ tải trọng của kết cấu, cần phải biến đổi chúng về hệ tọa độ chung 
(X,Y) nhờ ma trận biến đổi [T]m [1, 2, 3, 4, 6]. 
3. Phương trình chuyển động của kết cấu và phương pháp giải 

Khảo sát hệ khung phẳng đàn – dẻo chịu tác dụng của tải trọng động với các giả thiết 
như đã trình bày trong mục 1. Để tính toán kết cấu khung sẽ sử dụng phương pháp PTHH, 
theo đó phương trình chuyển động của toàn bộ kết cấu được hình thành từ các phương 
trình chuyển động của các phần tử. Phương trình chuyển động tổng quát của kết cấu đàn – 
dẻo có kể đến các điều kiện ban đầu do các tác dụng tĩnh gây ra có dạng [8,9]: 
                          
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SM U U C U U f U R ,                                      (23) 

Trong đó,       U U U, ,  tương ứng là véctơ chuyển vị, vận tốc và gia tốc của các nút trong 

hệ;            M U C U,  tương ứng là ma trận khối lượng và ma trận cản của hệ;    Sf U  - 

véctơ lực phục hồi (nội lực nút) của hệ;  R - véctơ tải trọng quy nút của hệ,       d tR R R , 
với  dR là véc tơ tải trọng tác dụng động và  tR là véc tơ tải trọng quy nút do các tác dụng 
tĩnh gây ra. 

Phương trình (23) cần thỏa mãn điều kiện ban đầu (t=0):         
   

ttt t
U U R R00 0

0, 0, (24) 

Với các điều kiện (24) phương trình (23) có dạng: 
     S tf U R .                                         (25) 

Để giải phương trình chuyển động của hệ (23), sử dụng phương pháp tích phân trực tiếp 
Newmark kết hợp với phương pháp lặp Newton - Raphson biến điệu [3,4,5,7,8,9]. 

Theo các phương pháp tích phân trực tiếp, thời gian khảo sát được chia thành “n” khoảng 
bằng nhaut . Giả thiết đã biết các tham số chuyển động của kết cấu tại thời điểm t là 
      

t t tU U U, , . Cần xác định các tham số chuyển động của kết cấu tại thời điểm t+ t  là 

       
 

t t t t t tU U U, , . Để tìm nghiệm của bài toán, theo phương pháp Newmark phương trình 
chuyển động (23) của hệ được viết lại dưới dạng số gia [8,9]: 

                
t t S ttt t

M U C U f R ,                                 (26) 

Trong đó:    t tM C,  tương ứng là ma trận khối lượng và ma trận cản của hệ tại thời điểm 
t. 

                         
                

S S St t t t t t t tt t t t t t t t
U U U U U U U U U f f f; ; ; .          (27) 

     
  t t t tR R R                                                                                                            (28) 

       S t ttf K Usec
                                                                                                             (29) 

 tK sec  - ma trận độ cứng cát tuyến của hệ tại thời điểm t (hình 4). Nếu bước thời gian t  đủ nhỏ 

thì ma trận độ cứng cát tuyến có thể thay thế bằng ma trận độ cứng tiếp tuyến  t TK , theo đó phương 
trình (29) được xấp xỉ dưới dạng:  

       S t tt Tf K U                                                                                                     (30) 

Tính đến (30) và bỏ qua chỉ số T từ  t T
K , phương trình (26) có dạng: 

                 
t t t t tt t

M U C U K U R .                                                                       (31) 
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Hình 4. Quan hệ nội lực – chuyển vị của hệ 

phi tuyến 
Hình 5. Sơ đồ lặp biến điệu Newton – Raphson                      

trong mỗi bước bước thời gian 
Trong thực hành tính toán, ma trận cản  tC  được thừa nhận dưới dạng tổ hợp tuyến tính 

của ma trận khối lượng và ma trận độ cứng:        t t tC M K ,  với   và   là các hệ số cản 
Rayleigh, được xác định theo các tần số dao động riêng thấp nhất của kết cấu  1 2, và các tỷ 
số cản tương ứng  1 2, [3,4,5,8,9]. Các ma trận của hệ tại thời điểm t:  tM ,    t tK C,  phụ thuộc 
vào trạng thái biến dạng đàn – dẻo ở hai đầu thanh trong đó có kể đến tính phi tuyến hình học 
của kết cấu và đã được thiết lập trong bài báo [2]. Sử dụng các quan hệ của phương pháp 
tích phân Newmark [3,8,9], phương trình cân bằng (31) dẫn tới dạng:  

        t tK U Rˆ ˆ ,                                                                             (32) 

Trong đó: 
          t t t tK K a M a C0 1

ˆ , 

                      
t t t tt t t

R R a M a C U a M a C U2 4 3 5
ˆ  

  
    

            
a a a a a và a t

t tt0 1 2 3 4 52
1 1 1, , , , 1 .

2 2
 

Các tham số  và  là các hằng số được chọn như sau [3,4,5,7,8]: với phương pháp gia 
tốc trung bình: =1/2, =1/4; với phương pháp gia tốc tuyến tính: =1/2, =1/6. 

Phương trình (32) là phương trình tựa tĩnh, có  
 tK̂  phụ thuộc vào véc tơ chuyển vị 

 U nên là phương trình phi tuyến. Để giải nó sẽ sử dụng phương pháp lặp Newton - Raphson 
biến điệu [3]. Giải phương trình (32), ta nhận được   tU , từ đó xác định được      

t t
U U,  

theo các phương trình sau [3]: 

                             
t tt t t t t t

U a U a U a U U a U a U a U1 4 5 1 2 3, .                           (33) 

Các biểu thức trong (32) và (33) cần thỏa mãn các điều kiện ban đầu (24). 
Giá trị nội lực của phần tử tại thời điểm t +t: 

                           
t t t t t t t t t tm m m mm m mm m

S S K U M U C U R ,                                     (34) 

Trong đó:    
T

t i i i j j jm t
S N Q M N Q M – véc tơ nội lực của phần tử thứ “m” tại thời điểm t 

(       t t tm mmS K U0 0 0 );   t mU ,  t m
U ,  t m

U – tương ứng là số gia véc tơ chuyển vị, vận tốc 

và gia tốc của các nút của phần tử thứ “m”;      t t tm m mK M C, , :  tương ứng là ma trận độ cứng, 

ma trận khối lượng và ma trận cản của phần tử thứ “m” tại thời điểm t;   t m
R  - số gia véc tơ 

tải trọng quy nút của các lực tác dụng trong phần tử thứ “m” được xác định theo (28). 
 Sau mỗi bước tính toán theo thời gian cần kiểm tra trạng thái biến dạng tại đầu các phần 
tử để cập nhật lại các ma trận độ cứng, ma trận khối lượng, ma trận cản và véc tơ tải trọng 
của các phần tử phục vụ cho việc tính toán tại bước thời gian tiếp theo. Việc kiểm tra được 
dựa vào các quan hệ sau (hình 6):  
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Hình 6. Sơ đồ kiểm tra trạng thái biến dạng của tiết diện 

- Nếu    ML M MU( ) ( ) ( ) , (    t ) thì trạng thái là ĐHTT; 
-Nếu    M MU và M( )>0( ) ( )  hoặc  M ML( ) ( )  và M( )<0  thì trạng thái là ĐDSTT; 
-Nếu    M MU và M( )<0( ) ( )  hoặc  M ML( ) ( )  và M( )>0 thì trạng thái đổi chiều trở lại 

ĐHTT. 
 Trong các quan hệ trên: M( ) – mômen uốn tính toán tại thời điểm khảo sát; MU()– giới 
hạn trên của mômen uốn tại thời điểm khảo sát là hàm cho trước,      pNMU pa p M( ) 1 ; 

ML()– giới hạn dưới của mômen uốn tại thời điểm khảo sát,      pNML pa p M( ) 1 ; M( ) – 
số gia mômen uốn tính toán tại thời điểm khảo sát; MpN là mômen dẻo giới hạn của tiết diện 
khi kể đến ảnh hưởng của lực dọc (đã trình bày trong [3]);OS (overshooting): giới hạn chảy 
khi bước vào trạng thái ĐDSTT; BT (backtracking): giới hạn khi quay trở lại trạng thái ĐHTT 
và EL (Elastic linear): miền đàn hồi ĐHTT. 

Phương trình (25) xác định các điều kiện ban đầu   tU 0 do các tác dụng tĩnh gây ra trong 

trường hợp tổng quát là phương trình phi tuyến đối với  U , để giải nó cũng sử dụng phương 
pháp lặp Newton – Raphson tương tự như giải phương trình tựa tĩnh (32).  
 Dựa trên các thuật toán nhận được, tác giả lập chương trình EPDAPFS bằng ngôn ngữ 
lập trình Matlab. Chương trình EPDAPFS có thể xác định được giá trị chuyển vị – nội lực 
của hệ khung phẳng biến dạng theo mô hình ĐDSTT có kể đến các điều kiện ban đầu khác 
không do các tác dụng tĩnh gây ra và xét đến ảnh hưởng đồng thời của lực dọc đến mômen 
dẻo giới hạn của tiết diện và tính phi tuyến hình học của kết cấu. 
4. Thí dụ số 

Sử dụng chương trình EPDAPFS đã lập, xác định phản ứng động của khung dạng vòm 
ĐDSTT (hình 7(a)) do tải trọng động ngắn hạn gây ra có kể đến các điều kiện ban đầu khác 
không do các tác dụng tĩnh gây ra (gọi tắt là SL), ảnh hưởng đồng thời của lực dọc đến 
mômen dẻo giới hạn của tiết diện (EAL) và tính phi tuyến hình học (GNS). Kết cấu khung 
bằng thép, tiết diện chữ I và chịu uốn quanh trục chính.  
 Tiết diện ngang của các phần tử khung I(300x150x6.5x9 mm). Mô đun đàn hồi E = 
2.1e+5 MPa, ứng suất chảy dẻo  p =210 MPa. Tải trọng động ngắn hạn: P1(t) = 10f(t) kN, 
P2(t) = 280f(t) kN, trong đó f(t) có dạng cho trên hình 7(b). Thời gian duy trì tải trọng 
  s0.05( ) , thời gian tính toán t = 0.1 (s). Hệ số p = 0.01. Tỷ số cản được chọn   1 2 0.05 . 





 

1.0m 1.5m 2.5m 1.0m1.5m2.5m

2.0m

1.5m

0.5m
P (t)

1 P (t)1

1

P (t)1

P (t)2
P (t)1

2

3
4

5

6

7
(1)

(2)

(3) (4)

(5)

(6)



f(t)

t(s)

(b)

1

0

(a)
t  = 45°C2

t  = 28°C1



 

Hình 7. Sơ đồ kết cấu và dạng tải trọng động tác dụng 

Các tác dụng tĩnh gây ra điều kiện ban đầu bao gồm: trọng lượng bản thân cấu kiện 
(chương trình tự xác định); tải trọng tập trung theo phương thẳng đứng tại các nút: 10 kN; 
chuyển vị xoay cưỡng bức tại nút 1:  =1/200 rad; tất cả các thanh chịu tác dụng của nhiệt độ 
với nhiệt độ bên ngoài vòm +450C và nhiệt độ bên trong vòm +280C, hệ số dãn nở vì nhiệt 
của vật liệu t =12e-6 C-1. 
5. Nhận xét và kết luận 

Từ các kết quả tính bằng số đối với khung phẳng ĐDSTT chịu tác dụng của tải trọng động 
ngắn hạn có kể đến các điều kiện ban đầu do các tác dụng tĩnh gây ra, có thể đưa ra các 
nhận xét và kết luận sau đây:  

- Việc kể đến các điều kiện ban đầu do các tác dụng tĩnh gây ra làm tăng giá trị chuyển vị 
(giá trị chuyển vị max tại nút 4 gấp 1.23 lần) so với trường hợp không kể đến ảnh hưởng này. 
Đối với mômen uốn, các điều kiện ban đầu ảnh hưởng không đáng kể đến giá trị cực đại của 
đại lượng này nhưng trạng thái dẻo sẽ đạt sớm hơn và kết thúc muộn hơn (khi kể đến ảnh 
hưởng này thì thời gian bắt đầu xuất hiện biến dạng dẻo: ts = 0.004 (s), kết thúc: tf = 0.028 (s), 
nhưng khi bỏ qua ảnh hưởng trên thì ts =0.0052 (s), tf = 0.024 (s)). 

- Việc kể đến các điều kiện ban đầu do các tác dụng tĩnh gây ra trong nhiều trường hợp là 
đáng kể, do đó cần thiết phải kể đến ảnh hưởng này trong tính toán. 
 

  
Hình 8.  Đồ thị chuyển vị động thẳng đứng tại nút 4 Hình 9. Đồ thị mômen uốn động tại tiết diện 1 
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