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1. Mở đầu  

 Trong bài báo sẽ xem xét khung thép phẳng không giằng, có các phần tử dầm có liên kết nửa cứng 
ở hai đầu tại nút liên kết dầm - cột. Tải trọng tác dụng lên khung bao gồm tải trọng đứng và tải trọng 
ngang.  

 Xem xét phần tử dầm có liên kết nửa cứng ở hai đầu như mô hình sau đây: 
 

  
Hình 1. Mô hình phần tử dầm có liên kết nửa cứng ở nút liên kết dầm - cột 

 
Theo mô hình trên, tổng góc xoay của hệ nút dầm là (A, B), góc xoay do biến dạng của nút liên 

kết nửa cứng dầm-cột là (A, B). Hai thành phần (A-MA/RkA) và (B-MB/RkB) là biến dạng góc xoay 
đầu dầm do biến dạng của phần tử thanh. 

Đối với bài toán khung không giằng, khi liên kết nửa cứng đàn hồi và A= B, thì  quan hệ giữa mô 
men liên kết và biến dạng tổng góc xoay được biểu diễn theo công thức sau[3]: 
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Trong đó M = (MA, MB),   = (A, B) 

Trị số góc xoay  quan hệ phi tuyến với trị số mô men liên kết M. 

Đối với phần tử dầm có liên kết nửa cứng tại nút liên kết dầm - cột, các thành phần nội lực cân 
bằng sẽ khác khi so sánh với trường hợp có nút liên kết cứng thông thường. 

 

Hình 2. Mô hình phần tử dầm có liên kết nửa cứng chịu lực tập trung ở nhịp 
 



 Thành phần nội lực liên kết của phần tử dầm có liên kết nửa cứng tại nút liên kết dầm-cột phụ 
thuộc vào độ cứng liên kết hai đầu theo công thức sau [3], [9]: 
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r - véc tơ nội lực phần tử; k - ma trận độ cứng phần tử; d - véc tơ chuyển vị nút phần tử và rF - véc 
tơ nội lực liên kết.  

Phương trình quan hệ lực – chuyển vị phần tử có dạng:  r = kd + rF                                    (6) 
Trong đó rF = {HA, QA,MA,HB,QB,MB), rF={0} khi không có ngoại lực tác dụng lên phần tử. 

2. Mô hình ứng xử nút liên kết nửa cứng dầm – cột 
Mô hình ứng xử của nút liên kết nửa cứng dầm - cột thể hiện mối quan hệ giữa mô men liên kết 

(MA, MB) và góc xoay do biến dạng của nút liên kết nửa cứng dầm cột(A, B).  
 Tiêu chuẩn Eurocode 3 trình bày mô hình 3 đường thẳng để thể hiện mối quan hệ đàn-dẻo của 
quan hệ mô men – góc xoay như hình 3 dưới đây [2], [5], [10]. 

 
Hình 3. Mô hình ứng xử mômen - góc xoay theoEurocode3 

Mô hình ứng xử mômen – góc xoay theo Eurocode 3 gồm ba đoạn thẳng. Đoạn thẳng thứ nhất có 
hệ số góc theo độ cứng liên kết ban đầu K0 nhằm mô tả ứng xử đàn hồi của quan hệ mômen - góc 
xoay. Đoạn thẳng thứ hai có độ cứng liên kết K nhỏ hơn K 0 , mô tả ứng xử đàn - dẻo. Đoạn thẳng 
thứ ba có dạng nằm ngang tương ứng với độ cứng liên kết bằng không, mô tả ứng xử dẻo. 

Đối với phần tử dầm đang xét, tùy thuộc vào tính chất tác dụng của tải trọng vào khung mà trị số 
mô men tại hai đầu nút liên kết có thể đạt đến mô men dẻo tại từng liên kết một hoặc cùng lúc cả hai 
liên kết. Trong bài toán phân tích khớp đàn dẻo bậc hai, khi mô men tại nút liên kết đạt đến trị số mô 
men dẻo thì có thể nói rằng đã dẫn đến sự hình thành “khớp dẻo” tại đầu dầm (xem hình 4,5,6). Khi 
“khớp dẻo” hình thành tại liên kết đầu dầm, số gia của ngoại lực không làm tăng thêm mô men tại nút 
liên kết dầm-cột mà chỉ tích lũy biến dạng góc xoay. 

Phương trình (6) được viết lại tương ứng với các thành phần số gia có dạng như sau: 

r = kd + rF                                              (7) 
 



 
 

Hình 4. Trị số mô men dẻo đạt được tại nút A 

 
 

Hình 5. Trị số mô men dẻo đạt được tại nút B 

  
Hình 6. Trị số mô men dẻo đạt được tại nút A và B 

 
Các thành phần số gia nội lực phần tử là : r =(r1, r2, r3, r4, r5, r6) 
Sau khi mô men tại nút A hoặc nút B đạt đến trị số mô men dẻo, các số gia mô men r3 và r6 sẽ 

bằng không, trong khi số gia chuyển vị d0. 
Xem xét ma trận độ cứng phần tử dầm có liên kết nửa cứng hai đầu có dạng[9], [10]: 
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Trị số độ cứng liên kết ki (i=1,2) có qui luật thay đổi theo mô hình Eurocode 3 (xem hình 3), tùy 
thuộc vào trị số các thành phần ngoại lực tác dụng vào kết cấu khung và đặc điểm ứng xử của nút liên 
kết dầm-cột. 
Phương trình quan hệ lực-chuyển vị (7) được viết lại với dạng như sau: 
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Ma trận [K]6x6 như phương trình (8).  



Xét trường hợp mô men tại nút A đạt đến trị số mô men dẻo, độ cứng liên kết k1=0, Khi r3=0, 
giải phương trình (10) tìm được d3 theo công thức sau: 
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Khi mô men tại nút B đạt đến trị số mô men dẻo, độ cứng liên kết k2 = 0. Khi r6=0, giải phương 
trình (10) tìm được d6 theo công thức sau: 
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Trong trường hợp liên kết kiểu nút cứng, khi đó độ cứng liên kết ki=, trị số góc xoay do biến 
dạng góc xoay sẽ bằng không. Trường hợp nút liên kết nửa cứng, khi mô men tại liên kết đạt đến trị 
số mô men dẻo, độ cứng của liên kết đó sẽ bằng không (ki = 0), liên kết sẽ bị mềm hóa. Trị số góc 
xoay do biến dạng liên kết dầm-cột  được lấy bằng với biến dạng góc xoay của nút dầm và được tính 
theo các công thức (11) và (12). 
3. Mô hình ứng xử lặp [2, 3, 5, 6, 7, 8] 

Khi kết cấu chịu tác dụng của quá trình gia tải và dỡ tải hoặc tải trọng tác dụng thay đổi về dấu, 
cũng như về độ lớn sẽ gây ra hiện tượng ứng xử lặp đối với quan hệ mô men-góc xoay của nút liên kết 
dầm - cột. Đối với bài toán phân tích kết cấu khung thép phẳng, tải trọng đứng được quan niệm là tác 
dụng trước lên kết cấu khung, mặc dù độ lớn có thể thay đổi tùy thuộc từng trường hợp cụ thể. Tải trọng 
ngang được xem là nguyên nhân tác dụng sau, có thể thay đổi về độ lớn cũng như về dấu. Tùy thuộc 
vào cường độ của các thành phần tải trọng mà tại mỗi nút liên kết, trạng thái ứng xử mô men-góc xoay 
sẽ đạt đến trạng thái đàn hồi (đoạn thẳng 1), đàn-dẻo (đoạn thẳng 2) và dẻo (đoạn thẳng 3) theo mô hình 
Eurocode 3 (xem hình 3 và hình 7). 

 

 
 

Hình 7. Đặc điểm gia tải và dỡ tải của nút liên kết khung 
 

Nếu sự  tác dụng của ngoại lực là không thay đổi qui luật thì sẽ dẫn đến việc các liên kết đạt đến  
trạng thái vượt quá mức giới hạn về khả năng biến dạng góc xoay. Ngược lại, khi tải trọng tác dụng là 
thay đổi qui luật sẽ làm độ cứng liên kết cũng thay đổi theo và tạo ra trạng thái tăng hoặc giảm biến 
dạng cũng như nội lực của kết cấu qua các trường hợp tải trọng khác nhau. Tương ứng với mỗi qui 
luật tác dụng của tải trọng ngang, đặc điểm ứng xử mô men-góc xoay tại mỗi liên kết cũng thay đổi 
theo. Lực ngang sẽ làm gia tăng mô men, góc xoay tại nút liên kết này nhưng đồng thời có thể làm 
giảm chúng ở các nút liên kết khác và ngược lại.  

Như đã phân tích trên đây, tổng biến dạng góc xoay của hệ nút dầm bằng tổng của hai thành phần, 
bao gồm góc xoay do biến dạng của nút liên kết dầm-cột và góc xoay do biến dạng đầu dầm của phần 



tử thanh. Khi trị số mô men của nút liên kết đạt đến mô men dẻo, chỉ số độ cứng liên kết tại đó sẽ 
bằng không, số gia mô men cũng bằng không, tổng góc xoay tại liên kết sẽ bằng với góc xoay do biến 
dạng đầu dầm của phần tử thanh.  
 Đặc điểm ứng xử lặp của quan hệ mô men-góc xoay tại nút liên kết dầm-cột theo mô hình 
Eurocode 3 được mô tả như hình 7. 
 

 
 

Hình 7. Qui luật biến đổi độ cứng liên kết khi tăng và giảm tải 
Nếu mômen tương đối nhỏ để sao cho liên kết làm việc trong trạng thái đàn hồi thì việc tính toán 

nhìn chung là đơn giản. Nhưng khi mômen đạt giá trị sao cho ứng xử liên kết đạt đến trạng thái đàn 
dẻo và thay đổi theo nhiều chu trình tăng giảm thì quan hệ giữa mômen và góc xoay tại liên kết nửa 
cứng trở nên phức tạp. Trường hợp này quan hệ mômen  góc xoay tại liên kết được thể hiện trên hình 
8 dưới đây. 

  
Hình 8. Quan hệ ứng xử lặp mômen - góc xoay  

 
4. Phương pháp tính toán 

 Phân tích kết cấu khung với phần tử dầm có nút liên kết nửa cứng dầm - cột ở hai đầu dầm, là 
dạng bài toán phân tích phi tuyến cơ học hay phi tuyến vật liệu. 

 Trường hợp đường quan hệ mô men-góc xoay là đường cong trơn, phương pháp lặp độ cứng cát 
tuyến sẽ được dùng.[9] 

 Trường hợp đường quan hệ mô men-góc xoay có dạng đa tuyến, mà trong trường hợp này là dạng 
ba đường thẳng theo mô hình Eurocode 3, thì sẽ tồn tại các điểm phân nhánh giữa hai đường có độ 
cứng khác nhau, đó là điểm A và B như hình 9a, 9b. Các điểm A và B có tọa độ biết trước, vấn đề là 
độ lớn của bước tải p tính toán được chọn bằng bao nhiêu để trị số mô men đạt được có sai số với 
các trị số Me hoặc Mp cần tìm là nằm trong giới hạn cho phép. 
 
 



 
Hình 9a. Thuật toán tính xấp xỉ điểm A cho 
trước 

 
Hình 9b. Thuật toán tính xấp xỉ điểm B cho trước 

 
Bên cạnh đó, khi phân tích cho bài toán khung có nhiều nút liên kết dầm-cột (khung nhà nhiều 

tầng), đặc điểm ứng xử của mỗi liên kết tại các vị trí khác nhau sẽ không đồng thời, bởi vì điều này 
phụ thuộc vào giá trị nội lực được phân phối vào các nút liên kết đó, mặc dù giả định rằng các nút liên 
kết là có cùng cấu tạo như nhau. Phương pháp gia tải từng bước với số gia mỗi bước tải là rất nhỏ có 
thể được dùng để phân tích, tuy nhiên thời gian cần để tính toán sẽ rất lớn. Để khắc phục hạn chế này, 
phương pháp gia tải từng bước kết hợp thuật toán chia nhỏ bước tải, hay thay đổi số gia tải cục bộ sẽ 
được áp dụng. Theo phương pháp này, đầu tiên mỗi trường hợp tải tính toán P sẽ được chia nhỏ thành 
n bước  gia tải đều nhau P = n x pi, i=1n. Khi tính đến bước tải thứ i, kiểm tra điều kiện (Mi+1 =  
Mi+  Mi)>Me hoặc (Mi+1 =  Mi+  Mi)>Mp để tìm điểm phân nhánh đầu tiên ở nút liên kết bất kỳ. 
Khi đó bước tải pi sẽ được chia thành m bước gia tải nhỏ hơn, tức là pi=m x pj, j=1m. Sau đó 
quá trình tính toán sẽ được thực hiện với bước gia tải mới là pj, kết hợp kiểm tra điều kiện hội tụ 
thoả mãn theo công thức:  

((Mi+1 =  Mi+  Mij)- Me) / (Me)   (=10-3) hoặc  

 ((Mi+1 =  Mi+  Mij)- Mp) / (Mp)   (=10-3) 

 Dựa trên thuật toán trên đây tác giả đã xây dựng chương trình trong môi trường Matlab. Chương 
trình có thể được sử dụng để phân tích các khung thép có liên kết dầm – cột dạng phi tuyến, phục vụ 
công tác nghiên cứu và thiết kế.  

5. Ví dụ tính toán 
 Khung thép phẳng 1 tầng, 1 nhịp (hình 10a). Liên kết cứng tại chân cột, liên kết hai đầu dầm vào 
cột là kiểu liên kết nửa cứng có cấu tạo như hình 10b. Thép có modun đàn hồi là: E= 2.10e+8 
(KN/m2).  
 Trong từng trường hợp, tải trọng đứng được cho tác dụng trước và giữ nguyên trị số độ lớn. Tải 
trọng ngang được cho tác dụng sau với qui luật thay đổi, những kết quả về ứng suất và biến dạng do 
tải đứng gây ra trước đó được gán thành điều kiện ban đầu khi tính toán cho các trường hợp tải trọng 
ngang. Giả thiết ứng xử  dẻo trong liên kết chưa gây ra biến dạng góc xoay vượt quá giá trị góc xoay 
giới hạn của liên kết, các liên kết vẫn làm việc bình thường dưới các cấp tải trọng đã chọn. 
 



 
Hình 10a. Sơ đồ kết cấu 

+ Phần tử 1, 2, 3 có kích thước tiết diện: 
H400x200x13x8. 
+ Nút liên kết 1 & 2 theo kiểu nút cứng 
+ Nút liên kết 3 & 4 theo kiểu liên kết nửa 
cứng(xem hình 6b), với các thông số [12]: 
- Độ cứng liên kết ban đầu: 74.600KNm/rad 
- Mô men dẻo của liên kết: 172.3KNm 

  
Hình 10b. Cấu tạo nút liên kết 3 & 4. [11] 

  
a. Dạng tải ngang thay đổi lặp chu kỳ (hình 11) 

 Tổng số có 36 bậc gia tải, bao gồm 72 bước tải (N=72), giá trị tải ngang bắt đầu bằng 0, gia số 
giữa hai bậc gia tải bất kỳ là 5KN.  

 
Hình 11. Sơ đồ tải ngang thay đổi chu kỳ 

b)Biểu đồ quan hệ mô men- góc xoay của các nút liên kết 

 
Mô men - góc xoay nút 3 

 
Mô men - góc xoay nút 4 

TH1: tải trọng đứng P=0, N =72, =5KN 



 
Mô men - góc xoay nút 3 

 
Mô men - góc xoay nút 4 

 
TH2: tải trọng đứng P=50KN, N =72, =5KN 

 
Mô men - góc xoay nút 3 

 
Mô men - góc xoay nút 4 

 
TH3: tải trọng đứng P=200KN, N =72, =5KN.  

 
Mô men - góc xoay nút 3 

 
Mô men - góc xoay nút 4 

 
TH4: tải trọng đứng P=300KN,  N =72, =5KN. 

Hình 12. Biểu đồ quan hệ mô men-góc xoay của các nút 3 và 4 của dầm 
c)Biểu đồ quan hệ tải ngang- góc xoay và tải ngang - mô men tại nút liên kết 

 
Tải ngang - góc xoay nút 3 

 
Tải ngang - Mô men nút 3 

TH1: tải trọng đứng P=0, N =72, =5KN 



 
Tải ngang - góc xoay nút 3 

 
Tải ngang - Mô men nút 3 

TH2: tải trọng đứng P=50KN, N =72, =5KN 

 
Tải ngang - góc xoay nút 3 

 
Tải ngang - Mô men nút 3 

TH3: tải trọng đứng P=200KN, N =72, =5KN 

 
Tải ngang - góc xoay nút 3 

 
Tải ngang - Mô men nút 3 

TH4: tải trọng đứng P=300KN, N =72, =5KN. 
 

Hình 13. Biểu đồ quan hệ tải ngang-góc xoay và tải ngang – mômen tại nút 3 của dầm  
6. Nhận xét kết quả tính toán 

Từ các hình 12 và 13 ta thấy với sự có mặt của tải trọng đứng các quy luật làm việc của kết cấu trở 
nên phức tạp hơn khi không có tải đứng và khi tải đứng càng lớn thì các bức tranh làm việc của kết 
cấu càng phức tạp. 

Kết cấu xem xét có tính đối xứng.  Trường hợp kết cấu chỉ chịu tải trọng ngang thay đổi lặp, bức 
tranh về sự làm việc của kết cấu (quan hệ tải ngang – góc xoay, tải ngang – mômen, mômen-góc 
xoay) có tính đối xứng qua gốc toạ độ. Khi trên khung có tải trọng đứng thì tính đối xứng của bức 
tranh về sự làm việc của kết cấu bị phá vỡ, bức tranh làm việc của kết cấu bị dịch sang một bên. 

Khi giá trị của tải trọng đứng tăng lên thì biến dạng của kết cấu tại các nút liên kết dầm – cột tăng 
lên và biến dạng dư được tích luỹ ở tại các liên kết này cũng tăng theo (hình 12, 13). 
7. Kết luận 



 Kết quả nghiên cứu trên đây cho thấy sự làm việc của kết cấu khung thép có liên kết phi tuyến đàn 
– dẻo khi chịu tải thay đổi là phức tạp. Việc phân tích trong trường hợp này phải xét đến sự tích luỹ 
biến dạng dư và ứng suất dư trong kết cấu.  
 Trong bài báo này đã xem xét khung thép có liên kết nửa cứng phi tuyến theo mô hình đàn - dẻo 
chịu tải trọng đứng và tải ngang theo quy luật lặp chu kỳ. Đã xây dựng thuật toán và chương trình tính 
toán và áp dụng chương trình để tính toán, nghiên cứu  ảnh hưởng của tải trọng đứng đến đặc điểm 
làm việc của khung, phân tích qui luật tích lũy biến dạng dư và mômen dư trong kết cấu khung. 
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